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SUR LES IDEAUX DE LΆLGEBRE DE BANACH
DES FONCTIONS INTEGRABLES BIINVARIANTES
RENέ KRIER
(Received September 28, 1974)
1. Preliminaires
La lettre G designe un groupe de Lie semi-simple, connexe, de centre fini;
K est un sous-groupe compact maximal de G.
Nous supposons que le rang de G/K est 1.
Nous notons Ll(Kl\G/K) Γensemble des fonctions intέgrables sur G et
biinvariantes par K. C'est une algebre de Banach commutative pour le produit
de convolution des fonctions it pour la norme ZΛ Son spectre de Gelfand
s'identifie a Γensemble des fonctions sphόriques bornees de G.
Harish-Chandra ([3] et [4]) a demontre que Γensemble des fonctions spheri-
ques de G est parametre par Γensemble des nombres complexes C, et que deux
nombres complexes λ et μ definissent la mteie function sphόrique si et seule-
ment si μ=±\.
Helgason et Johnson ([5]) ont montre que λ definit une fonction spherique
bornέe si et seulement si
I Im λ I < p ,
oύ p est un parametre qui depend du groupe G.
Le spectre de Gelfand de Γalgebre U(K\GIK) s'identifie done a la bande
fermee
B= {λ^C| | Imλ|<p} ,
deux nombres complexes opposes representent le meme ideal maximal regulier.
La topologie de Gelfand et la topologie usuelle de B coincident.
La lettre B dέsigne έvidemment la bande ouverte {λ^C| | Im λ | <p}.
Sif^L^K^/K) nous notons/la transformee de Gelfand de/. L'appli-
cation/-»/est injective, ce que Γon traduit en disant que Γalgέbre Ll(K\GIK)
* Get article est une partie de ma these de Doctorat de specialite que j*ai preparee sous la
direction de M. le Professeur Reiji TAKAHASHI, et que j'ai soutenue le 26 juin 1973 a
ΓUniversitέ de Nancy (France) ([7]).
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est semi-simple. L'image de Ll(K\GjK) par Γapplication f-*f est notάe
L\K\GIK).
La fonction / est definie dans la bande /?, paire, continue sur B, analytique a
Γintέrieur, et elle tend vers zέro a Γinfinί. On en dέduit que Γalgέbre Lα(.KΛG/j&Γ)
n'est pas rέguliere, c'est-λ-dire les transformέes de Gelfand / ne sόparent pas les
points et les fermόs de B.
Voici tin thέor&ne du type Paley- Wiener qui permet de reconnaitre si une
fonction F dέfinie dans la bande B est la transformέe de Gelfand d'un έlόment
de U(K\GIK) ([2], theorem 4, page 147):
Thόorέme 1.1.
Soit F une fonction definie dans B, paire, indέfinίment diffέrentiάble dans B,
analytique a Γintέrieur, et rapidement decroissante, c'est-ά-dire pour tout couple
Rentiers non nέgatifs (n, m) on a
La fonction F appartient a L\K\GIK).
Voici briέvement le contenu du prέsent article :
Au chapitre 2 nous essayons de caracteriser Γ ensemble des zέros d'une fonc-
tion de Ll(K\GjK).
Au chapitre 3 nous nous posons les questions: "Est-ce que tout idέal ferme
de Ll(K\G/K) est Vintersection des idέaux maximaux rέguliers qui le contiennentΐ"
et "Est-ce que tout ίdέal fermέ propre est contenu dans au moίns un idέal maximal
rέgulier'ί". Pour rέpondre & ces questions nous sommes amenέs ^ rechercher
les ensembles de synthέse de L*(K\GIK).
Enfin, au chapitre 4 nous dόcrivons quelques idέaux fermέs pήmaires de
Ll(K\GIK), sans rόussir ^ les exhiber tous.
2. L'espace de Hardy H°°(B). Caractέrisation de Pensemble des
zέros d'une fonction de Ll(K\GIK).
I) Uespace de Hardy H°°( U).
Dans toute la suite U sera le disque unitέ ouvert, D sera le disque unitέ
fermό, et C le cercle unite.
Nous notons H°°(U) Γespace de Banach des functions analytiques bornέes
dans U, muni de la norme
I I/I U =
Nous dόsignerons par H°°(B) Γespace de Banach des fonctions analytiques
bornέes dans la bande B, muni de la norme
= sup
λes
|F(λ)|.
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L'algέbre Ll(K\GIK) est contenue dans H°°(B). Si Φ est une reprόsen-
tation conforme de U dans By et si F^H°°(B), alors la fonction f(z)=F(Φ(z))
appartient & H°°(U). Nous allons utiliser certains rέsultats sur les fonctions de
H°°(U) pour dέcrire les propriέtόs des fonctions de H°°(B) via la reprόsentation
conforme Φ.
Voici les έnoncόs des rάsultats sur H°°(U) qui nous intέressent. Com-
menCons par deux thόorέmes sur le comportement d'une fonction/ de H°°(U)
au bord de U:
ThόorSme 2.1. ([9], theorem 11.20, page 234)
A toute fonction f^H°°(U) correspond une fonction/*eL°°(C) dέfinie presque
partout par
Deplus ||/|UHI/*II~ (=sup ess |/*|).
Th6or£me 2.2. ([6], page 38)
Toute fonction fde H°°(U) converge non-tangentίellement versf* p.p. sur C.
Qu'en est-il des zέros d'une fonction / de #"(£/)? D'abord si/n'est pas
identiquement nul dans £7, alors les zέros de / n'ont pas de point d'accumula-
tion dans U et sont au plus dέnombrables. Mais on a un rέsultat beaucoup plus
prέcis:
Thέorέme 2.3. ([9], theorem 15.23, page 303)
Supposons que f^H°°(U) n'est pas identiquement nul dans U, et que al9 a2,
a3, ••• sont les zέros de f dans U. Si p est Γordre de multiplidtέ du zέro a> U sera
rέpέtέ pfois dans la suite (α*). Alors
yi π |α
Λ
|)< + °° . (2 4)
Inversement, si on se donne une suite de points (a
n
) dans U vέrifiant (2.4),
il existe une fonction de H°°(U) ayant prάcisέment ces points comme zέros:
Thέorέme 2.5. ([9], theorem 15.21, page 302)
Soit (a
n
) une suite de points dans U tel que <2*ΦO, et que la serie (2.4) converge.
Soit k un entier non negatif. Posons
*(*) = **Π^ a*
pour tout
Alors b appartient a H°°(U) et n'a pas de zeros dans U sauf aux points a
n
 et
eventuellement a Γorigine si k>0. La fonction b est appelee unproduit de Blaschke.
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DέFiNΓΠONS. ([9], 17.14, page 336)
Une fonction m^H°°(U) est appelee fonction interieure si \m* \ =1 p.p. sur C.
Si φ est une fonction positive, mesurable sur C telle que log φ^Ll(C), posons
?(*) = cexpU- (* ζ±^ logφ(e«)dθ\
\2πJ-*el*—z )
pour tout #e U, c etant un nombre complexe de module 1. La fonction q est appelέe
fonction extέrieure.
Le thόoreme suivant donne une description complete des fonctions
intόrieures:
Theordme 2.6. ([9], theorem 17.15, page 337)
Soίt c un nombre complexe de module 1, b un produit de Blaschke, et μ une
mesure borέlienne positive sur C sίnguliere par rapport a la mesure de Lebesgue (i.e.
la mesure μ est concentree sur un ensemble dont la mesure de Lebesgue est nulle.)
Posons
= cb(z) exp {- Γ e
I J-*etθ—
pour tout z€ΞU. Alors m est une fonction interieure, et toute fonction inter ieure
est de cette forme.
Le thέoreme precέdent montre que les produits de Blaschke sont des fonc-
tions intέrieures particulieres. Une fonction interieure qui n'a pas de zέros
dans C7, et qui est positive & Γorigine est appelέe fonction sίngulίere. Toute
fonction intέrieure est, & un facteur constant de module 1 pres, le produit d'une
fonction singuliέre et d'un produit de Blaschke.
Thόordme 2.7. ([9], theorem 17.16, page 337)
Supposons que q est la fonction exterieure relative a φ comme dans la definition
prέcέdente. Alors
1) linw I q(re») \ =<?(?») p.p. sur C,
2) la fonction q appartίent a H°°(U) si et seulement si φ appartient a L°°(C).
Dans ce cas on a ||?||ββ=||0>||βo.
Thόordme de factorisation 2.8. ([9], theorem 17.17, page 338)
Supposons quef^H°°(U) n'est pas identiquement nul dans U. Alors
1) la fonction log |/* | appartient a L\C),
2) la fonction extέrieure
q,(z) = expl/(2^) log !/
est dans H°°(U),
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3) il existe une function intέrieure mf telle que
f=mfqf.
Cette factorisation de f est unique. Les functions mf et qf sont appelέes respective-
ment le facteur intέrieur et le facteur extέrieur de f.
II) Representation conforme du disque U dans la bande B.
L'application z — > w=i(\ -\-z)l(\—z) est une representation conforme du
disque U dans le demi-plan Π= {w^C\Imzv>0}. Elle se prolonge en un
homέomorphisme de D— {1} sur Π= {w^C \ Im w^O} quί transforme C— {1}
dans la droite rάelle. I/application w-^\=(2ρ/π) logw — ip est une reprέsenta-
tion conforme du demi-plan Π dans la bande B, si on pose log w=log \zu\-\-i
arg w, avec 0 < arg w<π. Elle se prolonge en un homόomorphisme de Π— {0}
sur B.
Composons ces deux representations conformes ! L'application
Φ: z - λ = (2p/w) log (ίl±*)-ip (2.9)
V 1— #/
est une representation conforme de U dans B qui se prolonge en un homέomor-
phisme de D— {±1} sur B. Elle transforme le demi-cercle supέrieur {eίθy 0<
θ<π} dans la droite {t+iρ, t^R}, et le demi-cercle infάrieur {eiβ, —π<θ<0}
dans la droite {t—ip, t^R}.
L'application rάciproque s'έcrit:
III) Les zeros d'une fonctίon de H°°(B).
Supposons que F^H°°(B) n'est pas identiquement nul. Nous posons
pour tout z&U. La fonction/ appartient a H°°(U).
Dόfinissons la fonction F* sur dB (=frontiέre de B) de la maniέre suivante:
F*(t+ip) = limy+pF(t+iy) ,
et F*(t—ip) = \\my^F(t—iy) .
D'aprέs les thέorέmes (2.1) et (2.2) la fonction F* est dέfinie p.p. sur ΘJ3, elle
n'est autre que Γimage par la representation conforme Φ de la fonction/* rest-
reinte a C— {±1}> elle est essentiellement bornόe, la fonction F converge non-
tangentiellement vers F* p.p. sur dB, et on a
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Notons βl9 /32, /33, ••• les zέros de ί
1
 dans la bande ouverte β, chaque zέro
έtant rέp6t6^> fois, si/> est son ordre de multiplicitέ. Les zόros de la fonction/
sont alors les points
a -
* exp(7Γ/2p)/3
rt+Γ
Le thέordme (2.3) nous dit que la sέrie de terme gόnέral (1— |αj) converge.
Lemme 2.12.
Si nous posons ^
Λ
=
ment si la sέrie
converge.
Demonstration.
Pour tout H> 1 on a
cos!
alors la serie Σ«>ι (1 — \a
n
\) converge si et settle-
cos
n>ι (2.13)
ch(πβp)ξ
n
2 cos (πβρ)η
n
=
 2 exP (π
exp(τr/p)?
rt+l
D'autre part exρ(τr/2p)y9
rt=(l+Q:n)/(l— αrt), d^oύ, en sέparant les parties
rόelle et imaginaire:
exp (7Γ/2
Γ
)£
rt cos (τr/2p)77rt = (1- |an12)/1 \-an12.
Ensuite
exp (πlp)ξ
n
 =
et enfin exρ(^/p)gM+l=2 ' 'α>>' . En rassemblant tous ces rέsultats nous
obtenons
Puisque 0< |α
Λ
| <1, nous en dέduisons les inέgalites:
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2 ch
Ceci achέve la demonstration du lemme.
Ainsi le lemme prάcόdent nous dit quelle est la distribution des zoros de F
dans la bande B: il faut que la s6rie (2.13) converge— en gros cela signifie que la
suite (β
n
) doit tendre rapidement vers la frontidre de B y compris les points + oo
et — oo.
Inversement, soient βl9 /52, /33, ••• une suite de nombres complexes dans B
tels que /3*ΦO et que le sόrie (2.13) converge. Soit k un entier non nόgatif.
D'aprέs le thόorέme (2.5) et le lemme (2.12) le produit de Blaschke
a
n
converge, appartient a H°°(U), et nja pas de zέros dans U sauf aux points aH et
έventuellement a 1'origine si k>0. Posons
pour tout λefi. Un calcul facile montre que
= /
V
— 1\* „ \l-exp (πlp)β
n
\ exp (π/2p)\—exp (πj2p)β
M>1
exp(;r/2p)λ+l/ 1 l-exp(»//»)/8. exp
(2.14)
La fonction .3 appartient ^ H°°(B)y elle n'a pas de zέros dans β, sauf aux
points β
n
, et άventuellement ^ Γorigine si k>0. Nous disons que ίB est le
produit de Blaschke formό ^ partir des zόros de F.
Nous avons parlά des zόros de F dans la bande B. Qu'en est-il des zόros
de F* dans QB") Le thέorέme (2.8), 1) nous dit que la fonction log |/*| est
intέgrable sur C pour la mesure de Lebesgue dθ. Ceci signifie essentiellement
que
l/(2τr)Γ log| /
J -it
Faisons le changement de variables
s
-ienp(πl2p)t+ί
Nous aurons
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dt
->-00
pch(π/2p)t J-~ & ' v Γ'pch(πβp)t
Par consequent chacun des termes du premier membre de Γinegalite prόcέdente
doit etre strictement supόrieur d — oo . Nous en dέduisons que Γensemble des
zέros de F* dans ΘB est un ensemble dont la mesure de Lebesgue est nulle.
IV) Factorisation canonique d' une fonction de H°°(E).
Nous supposons que F^H°°(B) n'est pas identiquement nul dans Ey et
nous dάfinissons/ comme en (2.11). Appliquons le theoreme de factorisation
(2.8) & la fonction/: La fonction / s'έcrit de maniere unique f=mq oύ m et q
sont donnes respectivement par les thόorέmes (2.6) et (2.8), 2). De plus
|?*| = |/*| p.p. sur C, la fonction 0 appartient a #°°( f/), et ||j||co=||/*|U, c'est
ce que nous dit le theoreme (2.7). La fonction m est de la forme m=cbs oύ £
est une constante de module 1, 6 le produit de Blaschke forme & partir des zόros
de/dans [7, et s une fonction singuliέre— c'est Γέnonce du thέorέme (2.6).
Traduisons ces rέsultats via la representation conforme Φ de U dans B !
Ecrivons
q(z) = exp l/(2*) log |/
Faisons le changement de variables (2.15) et posons
^_exp(7r/2p)λ-l
exρ(τr/2p)λ+l
Nous obtenons
=
 exp(7r/2p)*exp(τr
ef'—z
f+^
 =
 exp (ττ/2p)^ exp (π/2p)\+i
 gi 0<6><τr ,
iθ
— z exp (π/2p)t+i exp (τr/2p) λφ  
et
- exp I f-expW^expW^X-/^^,,
exp (πβp)t-i exp (τr/2p)λ ° v p ch(πβp)t
_l_ f+°° exp (πβρ)t exp (π/2ρ)\+i, , ^ */^ι \ ι ^ 1 /2 16)
J -°° exp (πβρ)t-\-i exp (π/2ρ)λ p ch(πβρ)t\ '
La fonction s s'έcrit
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ZEϊU,
-ιee
tθ
—z
oύ μ est une mesure borelienne sur C, positive, bornee et singulidre par
rapport d la mesure de Lebesgue, c est une constante de module I.
Nous coupons Γintόgrale precedente en quatre morceaux:
r = (J-It J—jtι <0<0 J0=0 Jθ<0<*
De nouveau faisons le changement de variables (2.15), et posons
„_ exp(ττ/2p)λ-l.
exp(τr/2p)λ+l
L'image de la mesure μ restreinte & ] 0, τr[(resp.]—TT, 0[) sera une mesure vl
(resp. ι>2) definie sur la droite {t+iρ, ΐ^R} (resp. {t—ip, t^R}). Les deux
mesures vl et v2 sont positives, bornees et singulieres par rapport & la mesure de
Lebesgue.
Enfin soient a=μ({0}) et b=μ({π}); alors
S(\) = s(z) = c exp [—α exp (πβp)\—b exp (—τr/2p)λ]
exp Γ- f+°°expW2p)fexpW2p)λ+^
 (
^ L J — exp (w/2p)ί+i exp (
w
/2p) λ v
exo Γ- f +
eXPL J
La fonction S sera encore appelee une fonction singulidre.
Resumons:
Thβorέme de factorisation 2.18.
Supposons que F ^H°°(B) n'est pas identiquement nul dans B. La fonction F
s'έcrit defacon unique
F=MQ.
1) La fonction Q est donnee par la formule (2.16), elle appartient a H°°(B), et elle
vέrifie:
\Q*\ = \F*\ p.p. sur SB,
\Q(\)\>\F(\)\ pour tout
2) La fonction M appartient a H°°(B) et verifie:
|A f* | = l p.p. sur dB,
|M(λ)|<l pour tout
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3) Soίt 3$ le produit de Blaschke formέ a partir des zeros de F dans B. II exίste
une canst ante c de module 1 et une function singuliere S de la forme (2.17) telles que
M = c$S .
Cette factorisation de F sera dite factorisation canonique de F. Les fonctions
M et Q sont appelόes respectivement/flctettr ίnterieur et exterieur de F.
V) Caractέrisation de Γ ensemble des zeros a' une fonction de Ϊ}(K\G\K).
Toute fonction de L\K\G\K) est un άlέment de H°°(B), les rόsultats du
paragraphe III sur les zάros des όlάments de H°°(B) sont done vrais pour toute
fonction de Ll(K\GIK). Le thέorέme suivant n'est qu'un rόsumέ de ces
rόsultats.
Th6or6me 2.19.
Supposons que F^Ll(K\GIK) n'est pas identiquement nul, et notons E Γ en-
semble des zeros de F dans B.
1) EΓ\B est un ensemble au plus dέnombrable, notons-le (β
n
)n>ι
2) Si β
n
=ξn+Wn la sέrte
"
l
 ch(πβp)ξ
n
converge.
3) EΓidB est un ensemble dont la mesure de Lebesgue est nulle, et qui contient
tous les points d* accumulation de la suite (/3
n
).
REMARQUE.
Puisque toute fonction de Ll(K\GjK) est paire, il est Evident que Γensemble
E de ses zόros vόrifie la propriόtό -E=E. Voilίl pourquoi nous supposons une
fois pour toutes que les ensembles E envisages dans la suite de ce chapitre pos-
sέdent cette propriόtό.
Corollaire 2.20.
Soit I Φ {0} un ideal ferme propre de Ll(K\GIK), et supposons que son enveloppe
E n'esΐ pas vide. U ensemble E vέrifie alors les conditions du theoreme prέcέdent.
Celui qui lit le thέorέme (2.19) est έvidemment tente de se poser la question
si les conditions nέcessaires όnoncόes dans ce thέorέme sont suffisantes. Nous
ne savons pas rέpondre & cette question.
Si E est un sous-ensemble fermέ de B vέrifiant les conditions du thόorέme
(2.19), il existe bien une fonction F paire, continue dans JB, analytique &
Γintόrieur, et tendant vers zόro & Γinfini telle que E soit Γensemble des zόros
de Fy mais malheureusement on ne sait pas reconnaitre si F est un όlόment de
Ll(K\G/K). En effet, le seul thάordme qui permet d'affirmer qu'une fonction
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F appartient & Ll(K\G/K) est le thέorέme (1.1) qui exige que F soit suffisam-
ment rέguliέre.
Voici nέanmoins quelques classes de sous-ensembles fermέs de B qui sont
les ensembles des zέros de functions de L\K\GIK).
Proposition 2.21.
Si E est un sous-ensemble finί de B, alors E est I* ensemble des zέros d'une fonc-
tίon de l\K\GIK).
Dέmonstr at ion .
Soit R^p, et considέrons E comme un sous-ensemble fermέ de la bande
II existe une fonction H paire, continue dans BR, analytique & Γintέrieur et
tendant vers zέro & Γinfini, telle que E soit Γensemble des zέros de H.
D'aprέs le thέorέme (1.1) la fonction F=H exp(—\2) est un έlέment de
Ll(K\GIK), Γensemble E est έvidemment Γensemble des zέros de F.
Proposition 2.22.
Soit E= {β
n
}n>ι ou βn^ζnΛ-Wn est diffέrent de zero et appartient a B.
Si Γensemble E vέrίfie les conditions suivantes:
1. E nf a pas de point d* accumulation dans B,
2. il existe R> p tel que la sέrie
~™ch(πβR)ξ
Λ
converge,
alors E est Γensemble des zeros d'un Element de L\K\G\K).
Dέmonstration.
Considέrons de nouveau E comme un sous-ensemble de BR. Pour tout
nous avons
il s^ensuit que la sέrie Σ*>ιC —— converge. II existe une fonction H
ch(πβR)ξ
n
paire, continue dans BR, analytique & Γintέrieur, et tendant vers zέro a Γinfini,
tel que E soit Γensemble des zέros de H. La fonction F=H exp(— λ2) est un
έlέment de Ll(K\G/K)9 d'aprέs le thέorέme (1.1), et E est Γensemble des zέros
deF.
Proposition 2.23.
Soit E= {β
n
}*>ι ou β
n
=ξn+i^n ^t different de zέro et appartient a B, pour
756 R. KRIER
toutn^l.
Si E verifie les conditions suivantes:
1 . E n'a pas de point d* accumulation dans B,
2. faι**Σ^.
ch(πβp)ξ
n
3. il existe a > 1/2 et Λf> 0 te/ί ^ έ>
*"' "'
est Γ ensemble des zeros dyune fonction de Ll(K\G/K).
REMARQUE. La condition (3) signifie que la suite (β
n
)n>ι ne doit pas tendre
trop tangentiellement vers Γinfini.
Demonstration.
Passons dans le disque unite & Γaide de la representation conforme Φ~M
Ό
 exp(π/2p)β
n
—l
Posons a
n
 = . ,*[ -
exP(τr/2p)/3Λ+l
Lemtne.
1. La suite (a
n
)
n>1 a deux points d
y
 accumulation, a savoir I et —I.
2. Elle verifie la condition de Blaschke.
3. Notons F= {1 , — 1} . // existe c > 1 et M' > 0 tel que
Demonstration du lemme.
11—a
n
\ lorsque Reα«>0 c-^-d. lorsque
I 11+αr* I lorsque ReαM<0 c-a-d. lorsque ξ,
On montre facilement que
l l - t f J 2 = 4
1+2 exp (π/2ρ)ξ
n
 cos (πβp)η
n
+exρ (π
et que
4
1+2 exp (—πβp)ξ
n
 cos (πβρ)-η
n
+exp (—τr/p) ξ
n
Par consequent:
1+2 exp (τr/2p) I ξ
n
 \ cos (τr/2p)^+exP (τr/p) | ξ»
D^autre part, nous avons
I _ i
 an
 1 2
 =
 4 exp (π/2p)ξ
n
 cos (π/2p)η
n
1+2 exp (πβρ)ξ
n
 cos (τr/2p)^
Λ
+exρ (πt
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=
 _ 4 exp (—π/2p)ξ
n
 cos (πβp)Ύj
n
1+2 exp (-πβp)ξ
n
 cos (τr/2p)77M+exp (— τr/p)f „
4 exp (ττ/2p) I g» | cos (π/2p)y
n
1 +2 exp (τr/2p) | ξ
n
 \ cos (*l2pfr
n
+ exp (τr/p) | £„
On vόrifie ensuite que
liπw- ^ f^'^Γ exP (*/2/0(2α- 1) 1 6. 1 cos (ar/Zpfo. = 4
A — I tf«|
L'hypothdse 3 entraine done que
Mais alors
La dόmonstration du lemme est achevέe.
Le lemme prόcέdent et le thάoreme 2 de [10] nous permettent d'affirmer
qu'il existe une function h analytique dans U dont les dάrivέes de tout ordre sont
bornέes dans U et tel que {a
n
}
n>1 est Γensemble des zέros de h.
Posons H=hoΦ~l; la fonction H est analytique dans B, ses dόrivόes de tout
ordre sont bornόes dans By et E est Γensemble des zόros de H. De nouveau
F=H exp(— λ2) est une fonction de Ll(K\G/K) dont E est Γensemble des
zόros.
REMARQUE.
Les deux propositions (2.22) et (2.23) nous disent essentiellement comment
la suite (β
n
)n>ι doit tendre vers Γinfini afin que Γensemble {β
n
}
 n>1 soit Γensemble
des zόros d'une fonction de Ll(K\GIK). Les conditions έnoncέes dans les
deux propositions sont indόpendantes, c'est-i-dire Γune n'entraine pas Γautre.
Plus prόcisάment la suite
βn = / 7Γ
= p-expί -—
\ 2
vόrifie les conditions de la proposition (2.22) sans verifier celle de la proposition
(2.23). D'autre part la suite
» = (2PM log n
vάrifie les conditions de la proposition (2.23), mais non celles de la proposition
(2.22).
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3. Les ensembles de synthέse de Ll(K\G/K)
Ce qui suit a fait Γobjet d'une note au C.R. Acad. Sc. Paris t. 278 pages A
417-418 (1974).
Rappelons pour commencer deux definitions bien connues de Γanalyse
harmonique:
Lorsque / est un idέal fermέ de Ll(K\G/K) on appelle enveloppe de /-et
on note λ(/)-Γensemble de tous les idέaux maximaux rέguliers qui contiennent
/; c'est un sous-ensemble fermέ de B. C'est encore Γensemble des zέros com-
muns & toutes les functions F de /.
Lorsque E est un sous-ensemble de B, on appelle noyau de E"-et on note
&(Z?)-Γintersection de tous des idέaux maximaux rέguliers de JF; c'est un
idέal fermέ de Ll(K\GIK). L'idέal k(E) est encore Γensemble de tous les
F<=L\K\GIK) qui s'annulent sur E.
Le probleme que nous allons essayer de rέsoudre est le suivant: Est-ce
que tout idέal fermέ / de ίϊ(K\GIK) est Γintersection des idέaux maximaux
rέguliers qui le contiennent, ou encore a-t-on I=kh(I)ΐ Ce problέme nous
amέne tout naturellement & la question suivante: Parmi les sous-ensembles
fermέs de B lesquels sont de synthέse ?
En effet, si nous savons que h(I) est de synthέse alors nous avons bien
I=kh(I).
Quelle sera maintenant la dάfinition exacte des ensembles de synthέse ? II
y a dans B des sous-ensembles fermέs E tels qu'il n'y a pas d'idέal fermέ ayant
E pour enveloppe (cf (2.20)). La question si un tel ensemble est de synthese
ou non est vide de sens.
Par contre s'il existe un idέal fermέ / ayant E pour enveloppe, alors E est
encore Γenveloppe de k(E) et / est contenu dans k(E).
Ces considέrations-la nous ont amenέs & poser la dέfinition suivante :
DEFINITION.
Soit E un sous-ensemble fermέ de B tel que h(k(E))—E. On dit que E est un
ensemble de synthese pour Γalgebre Ll(K\GjK) si Videal k(E) est ΐunique ideal
fermέ ayant E pour enveloppe.
Thέorέme 3.1.
Le fermέ E=B est Γ unique ensemble de synthese pour Ll(K\GIK).
Dέmonstration.
Dire que L\K\G/K) est_ semi-simple, c'est dire que Γidέal k(B)= {0} est
Γunique idέal fermέ ayant B comme enveloppe: Γensemble B est done de
synthέse.
Soit E un fermέ de B, diffέrent de B, et vέrifiant h(k(E))=E. Pour tout
nombre rέel #>0 nous posons
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S
a
(\) = exp [— 2ach(πβp)\} , (λeJ5) .
La fonction S
a
 est une fonction singuliέre, on se reportera έ (2.17); rap-
pelons que par consequent la fonction \S
a
\ est egale a 1 p.p. sur d]B.
<ΛQ designe Γensemble des functions continues dans B, analytiques a Γin-
terieur, et tendant vers zero a Γinfini. Get ensemble est muni de la norme de la
convergence uniforme dans B.
Nous notons/
β
 Γensemble des fonctions F de Ll(K\G/K) qui s'όcrivent
oύ G est une fonction de <Jί0ί nulle sur E. Que Ja est un idέal de Ll(K\GIK)
contenu dans k(E)> c'est έvident. Montrons que/
Λ
 est ferme dans L\K\GIK)l
Pour cela nous supposons que la suite de fonctions F
n
=S
a
 G
n
 converge vers
une fonction F dans Ll(K\GIK}. II s'agit de prouver que F appartient a J
aJ
c'est-a-dire qu'il existe une fonction G de <JLQ qui est nulle sur E, et telle que
F=S
a
 G.
Puisque la suite F
n
 converge vers F uniformόment sur B, nous aurons
sup
λe5 1 S.(\)GJί\)-SΛ(\)Gm(\) I = supλeθ5 1 Gn(\)-GM(\) \
tend vers zέro lorsque n et m tendent vers Γinfini. La suite des G
n
 est done une
suite de Cauchy dans cJ?0, et par consequent elle converge vers une fonction G
dans «J[0.
Comme d'autre part
tend vers zero lorsque n tend vers Γinfini, nous avons Γegalite
G(λ) = S
m
(\)F(\)
pour tout λe35, ou encore
F(\) =
pour tout λ e dB. Le principe du maximum nous permet d'affirmer que Γόgalitέ
prόcόdente est vraie dans toute la bande B.
Quelle est Γenveloppe de Γidέal/
Λ
? Puisque J
a
 est contenu dans k(E),
nous concluons que h(J
a
) contient E. Ainsi pour montrer que h(J^)=Ey il suffit
de prouver que si 7 est un point de B qui n'appartient pas a E, alors γ n'est pas
dans h(J
a
). Puisque *y n'est pas dans E, il y a une fonction H dans k(E) qui
n'est pas nulle en 7. Posons
= S
a
(\) exp (-\2)H(\) ,
La fonction F appartient a Ll(K\GIK)y puisque les fonctions Sa exp (— λ2) et
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H sont dans Ll(K\GIK), d'autre part F s'ecrit comme produit de la fonction
S
a
 et d'une fonction Ge^?0 qui est nulle sur E. Par consequent la fonction F
appartient a Γidέal J
a
. Enfin le fait que F n'est pas nul en γ entraine que γ
n'appartient pas a h(J
a
).
Nous venons d'exhiber une famille (J
a
)
a
>o d'ideaux fermes de L1(K\G/K)>
contenus dans k(E)y et ayant Γensemble E pour enveloppe. Deux cas sont
possibles:
— Ou bien il existe un <z>0 tel que Vίd6alj
a
 est distinct de k(E): Γensemble E
n'est pas de synthese.
— Ou bien nous avons l'£galit6j
a
=k(E) pour tout a>Q. Ceci entraine que
pour toute fonction F^k(E), et pour tout fl>0 il existe une fonction G
a
^Jl0
telle que F=S
a
G
a
. Par consequent si nous fixons α>0, nous pouvons ecrire
S
a
G
a
 = SbGb pour tout b> 0 ,
ou encore G
a
=Sb_aGb.
Nous en deduisons que pour tout ft>0 et pour tout
Comme d^autre part IIG^IUHI^ΊU, nous aurons
pour tout δ>0 et pour tout x^R. Faisons tendre b vers Finfini! Le nombre
\Sb-a(x)\ \\F\\o* tend vers zόro. La fonction Ga est nulle sur R, done dans B.
II en est de meme de la fonction F, puisque F=S
a
 G
a
Ainsi done Γέgalitό J
a
=k(E) pour tout #>0 entraine que Γidόal k(E) est
rέduit a Γόlέment zέro. Ceci entraine a son tour que h(k(E))—By ou encore
E=B, contrairement a Γhypothέse. Ceci acheve la demonstration du thάoreme.
L^ensemble vide est un sous-ensemble ferme de B qui vέrifie h(k(φ))=φ.
Le theorέme prόcάdent nous permet done d'enoncer le corollaire:
Corollaire 3.2.
U ensemble vide rΐest pas de synthέse, ou encore: il y a dans Ll(K\G/K) au
moίns un ideal ferme propre qui n'est contenu dans aucun ideal maximal rέgulier.
Le rέsultat du corollaire peut etre prάcisό comme suit:
Proposition 3.3.
II y a dans Ll(K\GIK) une famille (J
a
)
a
>o d'ideaux fermes propres distincts qui
ne sont contenus dans aucun ideal maximal regulier.
Demonstration.
Pour tout #>0, nous notons/
α
 Γensemble des fonctions -F de Ll(K\GIK)
qui s'ecrivent
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F=S
a
 G,
oύ Ge^?0 D'apres la demonstration du thόorέme prέcέdent, nous savons que
J
a
 est un idέal fermά de L\K\GIK) et que h(J
a
)=φ, quel que soit
De plus si a'>a alorsj
a
ςzj
a
'. En effet la fonction
^(λ) = 5
Λ
(λ) exp (—X2) , λe£ ,
appartient a/
α
, mais n'appartient pas a/
Λ
'.
Enfin pour α>0 Γid6al/
Λ
 est propre. Car la fonction
λ->exp(— λ2),
est une fonction de Lί(K\G/K)> mais elle n'appartient a aucun des/β,
Le corollaire (3.2) et la proposition (3.3) peuvent etre traduits comme suit:
II y a des functions F dans Ll(K\GIK) qui ne sont jamais nulles dans B, et
telles que Γidέalferme engendrέ par F est diffέrent de Ll(K\GIK).
En particulier s'il existe α>0 tel que F/S
a
 tend vers zέro a I'infini, alors
Fidόal fermά engendrά par F est contenu dans Γidάal fermό propre J
a
, et est done
diffέrent de Ll(K\G/K). Par consequent il est naturel de poser le problέme
suivant :
Soit F une fonction de Ll(K\GIK) qui n'est jamais nulle dans B, et qui ne
tend pas trop rapidement vers zero a Γinfini, plus prάcisόment : quel que soit <z>0,
la fonction F/S
a
 ne tend pas vers zero a Γinfini. Ceci έquivaut a dire que dans la
decomposition canonique de F (cf. thέorέme (2.18)) le facteur intόrieur de F est
la fonction 1, et que le facteur extέrieur est la fonction F elle-meme. Est-ce
qu' alors Γ ideal fermέ engendrέ par F est έgal a Ll(K\GIK) ?
4. Quelques idέaux fermέs primaires de Ll(K\GlK)
Rappelons que JIQ dόsigne Γalgέbre de Banach des fonctions continues dans
B, analytiques a Γintόrieur, et tendant vers z6ro a Γinfini. L'algέbre <JLQ est muni
de la norme de la convergence uniforme dans B.
a) Soit β un point de la bande ouverte B. Pour tout entier k^l et pour tout
rέel α>0 nous posons
=
 Y\
L
ch(πl2p)\-ch(πl2p)βV .
 β Q
\-ch(πβp)β ch(π/2p)\+ch(π/2p)i3Λ
r -
ΛV ;
 \ch(π/2p)\+V
S
a
(\) = exp (— 2a ch(π/2p)\)
et
En nous reportant a (2.14) et a (2.17) nous constatons que ίBk n'est autre
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que le produit de Blaschke formά έ partir des zόros β et — β dont Γordre de
multiplicity est k, et que S
a
 est une fonction singuliέre. La function Mkt0 est
une fonction intέrieure puisqu'elle est le produit de deux fonctions intόrieures.
Lemme.
Pour tout entier A> 1 et pour tout nombre rέel α>0, Γ ensemble
\ a) = MMcΛ
est un idέalfermέ de <J10.
Demonstration.
Puisque Mka est une fonction analytique au voisinage de B, vέrifiant
l^*,*(λ) I <1 pout tout λ^.B, il est trivial que J(k\ a) est un idόal de Jl^
Pour montrer que J(k\ a) est fermό dans JIQ supposons qu'il existe une
suite (F
n
) dans Jl^ telle que Mkt0Fn converge vers une fonction G de Jl^ uni-
formάment dans B.
Ecrivons
sup
λeθ5 1 Mkta(\)Fn(\)-Mk>a(\)Fm(\) I =
La suite (FM) est done de Cauchy dans cJ?0, elle tend done vers un έlέment F de
JIQ. D'autre part nous pouvons όcrire que
sup
λeθ5|MΛ>β(λ)Fn(λ)-G(λ)| =
supΛe s I F
n
(\)-Mkta(\)G(\) \ .
Nous en dόduisons que sur dB nous avons
F(λ) = Mk>a(\)G(\),
ou encore G(λ) =M
Λfβ(λ)F(λ).
La fonction G appartient done &J(k\ a).
Proposition 4.1.
Uensemble I(k; ά)=J(k; α)ΠL l (K\GIK) est un tdέal ferme primatre de
L\K\GIK).
Demonstration.
Etant donnά que la topologie de Ll(K\GIK) est plus fine que celle induite
par cΛ» on conclut que I(k\ a) est un idόal fermό de Ll(K\G/K).
L'idέal I(k\ a) est contenu dans Γidάal maximal rόgulier
μ
β
 = {F<=L\K\GIK)IF(β) = 0} .
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Comme d'autre part la fonction F(λ) = M
Λ
^(λ) exp (— λ2), qui appartient &
I(k\ a), ne s'annule qu'aux points β et — /3, Γidέal I(k\ a) n'est contenu dans
aucun autre idόal maximal rόgulier.
REMARQUE.
L'idόal I(k\ a) est caractόrisό par deux nombres k et a. Le nombre k nous
dit que Γordre de multiplicity du zέro β d'une fonction F de I(k\ a) est au
moins όgal a Λ, tandis que le nombre a nous montre avec quelle vitesse la fonc-
tion F tend vers zόro a Γinfini.
Nous allons comparer maintenant les ideaux I(k a) pour diffάrentes valeurs
de k et a.
Proposition 4.2.
1. I(k+l α)sp/(Λ; α),
2. Λ 0 < α', 0/orc /(Λ 0') ^  /(A a\
3. w^<α /, alorsl(k\ af)ΓiI(k+l
 9 a)=I(k+l, a').
Dόmonstration .
La seule chose non triviale & demontrer est que les deux inclusions sont
strictes.
1. La fonction F(\) = Mk>a(\) exp (— λ2) appartient & /(&; α), mais elle
n'appartient pas έ /(A+l; a), sinon la fonction λ— >exρ(— λ2) serait nulle aux
points ±/z?.
2. Cette meme fonction F n'appartient pas ^ /(Λ; a'). Par Γabsurde,
admettons qu'il existe une fonction G^JIQ telle que
Mkta(\) exp (-λ2) = MΛy(λ)G(λ) , λeβ ,
ou encore G(λ)=S
Λ
_v(λ)exp(— λ2). On en dέduit que limigi^ool (?(£)! = + 00,
ce qui contredit le fait que G appartient & <JL0.
Rόsumons tous ces rέsultats!
Thέoreme 4.3.
Soit β un point de la bande ouverte B. A tout entier k^l et a tout nombre
reel a^O on sait assocίer un ideal ferme prίmaire I(k a) de Ll(K\GIK) contenu
dans Γ ideal maximal regulίer μ
β
. Deux couples (k, a) et (k ' , a') dίstincts definissent
deux ideaux primaires distincts. De plus si a<a' nous avons les inclusions strictes
suivantes:
I(k; a) ^ I(k; a')
U U
b) Nous en arrίvons maintenant a la description de certains ideaux fermέs
primaires contenus dans Γideal maximal regulier μp oύ
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On voudrait evidemment que ces idέaux soient encore caractάrises d'une
part par la vitesse avec laquelle leurs elόments tendent vers zero & Γinfini, et
d'autre part par la vitesse avec laquelle leurs elements tendent vers zero au
point β.
Fixons les notations ! Nous posons
β = t+ip ,
2XX) = expV ; F
ch(πl2p)\-ish(πβp)t J
= S
a
(\)Tb(\) , tf>0 et
La fonction M
Λ 6 est une function singuliere, on n'a qu'a se reporter & Γexpres-
sion generale des fonctions singulieres en (2.17).
Nous notons/(0; b) Γensemble des fonctions F^<JL0 qui s'ecrivent F(\)=
M
a,b(^)G(\) oύ G<=J10 verifie G(±β)= 0. On montre que/(α; b) est un idόal
fermό de J10. L'ensemble I(a\ b)=J(a\ b) Γi L\K\G/K) est done un ideal ferme
de Ll(K\GIK) contenu dans Γideal maximal rέgulier μ
β
.
Est-ce que Γideal I(a\ b) est primaire? En d'autres mots existe-t-il une
fonction FEΐI(a\ b) qui n'est jamais nulle dans la bande B sauf aux points
La fonction
F(\) = S
a
(\)Tb(\)(ch(πl2p)\-ish(π/2p)ty exp (-λ2)
est la fonction que nous cherchons !
Lemme.
La fonction F verifie :
a) F est pair e et deux fois continument derivable dans la bande B,
b) pourj=Q, 1, 2 et pour tout k^Nil exίste une constante AkιJ.>Q telle que
pour tout
Dans le cas oύ G est le groupe SL(2, K) Ehrenpreis et Mautner ont de-
montre qu'une fonction F qui verifie les conditions a) et b) du lemme precedent
appartient & L^K^/K). ([1], page 433) Leur resultat reste vrai dans le cas
gέnέral ([7], page 98-109).
Thέorέme 4.4.
Soit β un point de QB. A tout couple (ay b) de nombres reels posίtίfs ou nuls
on saίt associer un ideal ferme primaire I(a, b) de L1(K\G/K) contenu dans Γideal
maximal regulier μβ. Deux couples (a, b) et (a! , b') distίncts definissent deux idέaux
fermes primaίres distincts. De plus si α<α' et b<J)' alors nous avons les inclusions
strίctes suivantes:
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/(«,*) => I(a,V)
u u
I(a?, b) ID /(«', ό')
c) Est-ce que nous avons dέcrit tous les idέaux fermes primaires de Ll(K\GIK) ?
II semble que non, car les ideaux primaires que nous venons d'exhiber sont
fermes non seulement pour la norme || ||
n
 mais encore pour la norme || IU.
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